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Gravitationswellenastronomie
Einordnung in das wissenschaftliche Umfeld, Teil I

Gravitationswellen sind winzige Deformationen
der Raumzeit. (relative Längenänderung < 10−21)

Diverse Experimente zum Nachweis laufen . . .
Indirekter Nachweis mittels Radioastronomie
↪→ Nobelpreis 1993 an Hulse und Taylor
Mögliche Quellen sind extraterrestrisch:

Gravitationskollaps
Binäre Schwarze Löcher und Neutronensterne
. . .

Was hat diese Dissertation mit Gravitationswellen zu tun?
Der erarbeitete kanonische Formalismus wurde auf eine näherungsweise Be-
stimmung der Bewegung kompakter rotierender Objekte (Schwarze Löcher,
Neutronensterne) in der allgemeinen Relativitätstheorie angewendet.

www.geo600.org

www.mpifr-bonn.mpg.de
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ADM Formalismus und PN Näherung
ADM steht für Arnowitt, Deser, Misner; PN steht für post-Newton

HADM =̂ ADM Energie ausgedrückt durch kanonische Variablen
nach lösen der Constraints in der ADMTT-Eichung.
Kanonische Materievariablen fließen über die Quellterme der Constraints
ein, z.B. für eine Punktmasse:

Hmatter =
√

m2 + γ ijpipj δ , Hmatter
i = piδ , δ ≡ δ(x i − z i )

Diese Quellterme folgen aus dem Energie-Impulstensor Tµν .

HADM kann nicht explizit angegeben werden.
Näherung möglich, z.B. post-Newtonsch:

HADM
N =

∫
d3x

[
Hmatter

(4) − 1
8
φ(2)Hmatter

(2)

]
kinetische Energiedichte Newtonsches Potential Massendichte

HADM
1PN = Integrale über δ ⇒ ”relativ einfach“
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Spin in der speziellen Relativitätstheorie

Komponenten des 4-Spin Sµν = −Sνµ:
3-Spin S ij = εijk Sk

Massendipol S i0

Schwerpunkt ist relativ.
Benötigen Spin-Nebenbedingung (SNB):

Møller SNB: S̃µ0 = 0
Kovariante SNB: Sµνpν = 0
Newton-Wigner (kanonische) SNB:
mŜµ0 + Ŝµνpν = 0

schnell & schwer

langsam & leicht

∆xv

Spin

Kanonische Struktur
In kovarianter SNB, Schwerpunkt z:

{z i , z j} =
Sij

m2 −
piS0j − pjS0i

m2p0 , ...

In Newton-Wigner SNB:

{ẑ i , pj} = δij , {Ŝi , Ŝj} = εijk Ŝk
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mŜµ0 + Ŝµνpν = 0

schnell & schwer

langsam & leicht

∆xv

Spin

Kanonische Struktur
In kovarianter SNB, Schwerpunkt z:

{z i , z j} =
Sij

m2 −
piS0j − pjS0i

m2p0 , ...

In Newton-Wigner SNB:
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mŜµ0 + Ŝµνpν = 0

schnell & schwer

langsam & leicht
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Wissensstand bis heute
Einordnung in das wissenschaftliche Umfeld, Teil II

1960 1970 1980 1990 2000 2010
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Winkelgeschwindigkeit und Spin
in Newtonscher Mechanik und spezieller Relativitätstheorie (SRT)

Newton SRT

Körperfeste Basis x [i] = Λ[i]jx j

Rotationsfreiheitsgrade Λ[k ]i Λ[k ]j = δij ηABΛAµΛBν = ηµν
↪→ Nebenbedingung Λ[i]µpµ = 0

Winkelgeschwindigkeit Ωij = Λ[k ]i
dΛ[k ]j

dt
Ωµν = ΛA

µ dΛAν

dτ

Spin (L: Lagrangefkt.) Sij = 2
∂L
∂Ωij Sµν = 2

∂L
∂Ωµν

↪→ Nebenbedingung Sµνpν = 0

Anmerkung:

Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist Ωi = 1
2 εijk Ωjk . Analog für den Spin.

05 von 13



Winkelgeschwindigkeit und Spin
in Newtonscher Mechanik und spezieller Relativitätstheorie (SRT)

Newton SRT

Körperfeste Basis x [i] = Λ[i]jx j

Rotationsfreiheitsgrade Λ[k ]i Λ[k ]j = δij ηABΛAµΛBν = ηµν
↪→ Nebenbedingung Λ[i]µpµ = 0

Winkelgeschwindigkeit Ωij = Λ[k ]i
dΛ[k ]j

dt
Ωµν = ΛA

µ dΛAν

dτ

Spin (L: Lagrangefkt.) Sij = 2
∂L
∂Ωij Sµν = 2

∂L
∂Ωµν

↪→ Nebenbedingung Sµνpν = 0

Anmerkung:

Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist Ωi = 1
2 εijk Ωjk . Analog für den Spin.

05 von 13



Wirkungszugang mit minimaler Kopplung

Vierbein eaµ wird als Gravitationsfeld verwendet:

ΛAµΛA
ν = gµν → ΛAaΛA

b = ηab

Minimale Kopplung:

ea
µeb

νΩµν = Ωab = ΛA
a DΛAb

dτ
= ΛA

a
[

dΛAb

dτ
− ΛA

cωµ
cbuµ

]
Nebenbedingungen:

Sµνpν = 0 , Λ[i]aeaνpν = 0 , pµpµ + m2 = 0

Löse Nebenbedingungen und Constraints, fordere Eichbedingungen.
Bringe Lagrangefunktion durch Variablentransformation auf die Form

L = pi q̇ i − H
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Kanonische Struktur

dA
dt

= {A, HADM}+
∂A
∂t

{ẑ i , p̂j} = δij

{Λ̂[i](j), Ŝ(k)(l)} = Λ̂[i](k)δlj − Λ̂[i](l)δkj

{Ŝ(i)(j), Ŝ(k)(l)} = δik Ŝ(j)(l) − δjk Ŝ(i)(l) − δil Ŝ(j)(k) + δjl Ŝ(i)(k)

{ĥTT
ij (x), π̂klTT(x′)} = 16πδTTkl

ij δ(x− x′)

δTTij
kl ≡ TT-Projektor
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Transformation auf kanonische Variablen
gültig linear im Spin

Eichungen (vgl. Kibble 1963): e(0)µ = nµ, (e(i)j ) =
√

(γij ), τ = t
Materievariablen: passen zur SNB Ŝµν(pν + mnν) = 0

z i = ẑ i − nSi

m − np
, np = −

√
m2 + γ ijpipj

Sij = Ŝij −
pinSj

m − np
+

pjnSi

m − np
, nSi = −

pkγ
kj Ŝji

m

Λ[i](j) = Λ̂[i](k)
(
δkj +

p(k)p(j)

m(m − np)

)
, γikγjlAkl =

1
2

Ŝij +
mp(inSj)

np(m − np)

pi = p̂i − KijnSj − Akle(j)k e(j)
l,i +

(
1
2

Skj +
p(k nSj)

np

)
Γkj

i

Feldvariablen:

hTT
ij = ĥTT

ij

πijTT = π̂ijTT − δTTij
kl (8πA(kl)δ + 16πBkl

mnA[mn]δ)

2Bkl
mn ≡ e(i)

m
∂e(i)n

∂γkl
− e(i)

n
∂e(i)m

∂γkl
, δTTij

kl ≡ TT-Projektor
07 von 13



Konstruktion Ordnung für Ordnung

HADM =̂ ADM Energie ausgedrückt durch kanonische Variablen.
Man muss ”nur“ die Transformation auf kanonische Variablen finden.
↪→ Transformation aus Konsistenzbedingungen

Der kanonische Spin hat konstante Länge:

Ŝ(i)(j)Ŝ(i)(j) = 2Ŝ(i)Ŝ(i) = const = SµνSµν

Gesamtimpuls Pi und Gesamtdrehimpuls Jij lauten (ohne πijTT-Trafo):

Pi = p̂i + Pfield
i , Jij = ẑ i p̂j − ẑ j p̂i + Ŝ(i)(j) + Jfield

ij

Pi =

∫
d3xHmatter

i + Pfield
i , Jij =

∫
d3x

(
x iHmatter

j − x jHmatter
i

)
+ Jfield

ij

Impulsdichte Hmatter
i folgt aus Hmatter

i =
√
−gT 0

i und

√
−gTµν =

∫
dτ
[
u(µpν)δ(4) −

(
Sα(µuν)δ(4)

)
||α

]
δ(4) ≡ δ(x − z(τ)) [W. M. Tulczyjew (1959)]
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Höhere Ordnungen im Spin
am Beispiel der Quadrupoldeformation auf quadratischer Ordnung im Spin

Quadratische Ordnung im Spin→ Quadrupoldeformation.
Ansatz für Dixons Quadrupol:

Jνρβα = −3u[νQρ][βuα] , Qµν =
CQ

mp
SµρSν

ρ − Spur

CQ ist objektabhängige Konstante. Für Schwarze Löcher gilt CQ = 1.

Wirkungszugang Konstruktion Ordnung für Ordnung

Nach Bailey, Israel (1975) gilt:

Jµναβ = −6
∂L

∂Rµναβ

Nebenbedingungen müssen
erhalten bleiben.
Bestimmung der Variablen-
transformation schwierig.
Kij,0-Terme sind problematisch.

Führender Ordnung aus Tµν :

Hmatter
S2 =

1
2

(
γkiγ ljQijδ

)
;kl

Konsistenzbedingungen für
höhere Ordnung unklar.
Bestimmung der Variablen-
transformation sehr schwierig.
Führende Ordnung einfach.
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Wirkungszugang Konstruktion Ordnung für Ordnung

Nach Bailey, Israel (1975) gilt:

Jµναβ = −6
∂L

∂Rµναβ

Nebenbedingungen müssen
erhalten bleiben.
Bestimmung der Variablen-
transformation schwierig.
Kij,0-Terme sind problematisch.

Führender Ordnung aus Tµν :

Hmatter
S2 =

1
2

(
γkiγ ljQijδ

)
;kl

Konsistenzbedingungen für
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LS2 äquivalent zu Porto, Rothstein (2008)

LS2 = − 1
2m

RµναβSρµSαβ uνuρ√
−uσuσ︸ ︷︷ ︸

erhält Nebenbedingungen

−1
2

RαµβνQαβ uµuν

√
−uσuσ︸ ︷︷ ︸

Quadrupoldeformation
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höhere Ordnung unklar.
Bestimmung der Variablen-
transformation sehr schwierig.
Führende Ordnung einfach.

Steinhoff, Puetzfeld (2010)

√
−gTµν =

∫
dτ
[

u(µpν)δ(4) +
1
3

Rαβρ
(µJν)ρβαδ(4) +

(
u(µSν)αδ(4)

)
||α

−
2
3

(
Jµαβνδ(4)

)
||(αβ)

]
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Höhere Ordnungen im Spin
am Beispiel der Quadrupoldeformation auf quadratischer Ordnung im Spin

Quadratische Ordnung im Spin→ Quadrupoldeformation.
Ansatz für Dixons Quadrupol:

Jνρβα = −3u[νQρ][βuα] , Qµν =
CQ

mp
SµρSν

ρ − Spur

CQ ist objektabhängige Konstante. Für Schwarze Löcher gilt CQ = 1.
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Zugang auf Next-to-Leading Order (NLO)

Hergt, Schäfer, (2008): p̂i -Anteil von HADM folgt aus Poincaré Algebra.
↪→ Benötigen noch p̂i = 0 Teil von HADM bzw. von Hmatter

S2 .

↪→ p̂i = 0 Teil von Hmatter
S2 folgt aus Tµν .
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NLO Spin-Bahn
Siehe auch Tagoshi, Ohashi, Owen (2001), sowie Faye, Blanchet, Buonanno (2006).
Hamiltonfunktion zuerst in Damour, Jaranowski, Schäfer (2008).

HNLO
SB = − ((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 2
12

[
5m2p̂2

1

8m3
1

+
3(p̂1 · p̂2)

4m2
1
− 3p̂2

2

4m1m2

+
3(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)

4m2
1

+
3(p̂2 · n̂12)2

2m1m2

]

+
((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 2
12

[
(p̂1 · p̂2)

m1m2
+

3(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)

m1m2

]
+

((p̂1 × Ŝ1) · p̂2)

r̂ 2
12

[
2(p̂2 · n̂12)

m1m2
− 3(p̂1 · n̂12)

4m2
1

]
− ((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 3
12

[
11m2

2
+

5m2
2

m1

]
+

((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 3
12

[
6m1 +

15m2

2

]
+ (1↔ 2)
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NLO Spin1-Spin2
Teilresultat in Porto, Rothstein (2006).

HNLO
S1S2

=
1

2m1m2 r̂ 3
12

[ 3
2 ((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)((p̂2 × Ŝ2) · n̂12) + 1

2 (Ŝ1 · Ŝ2)(p̂1 · p̂2)

+ 6((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)((p̂1 × Ŝ2) · n̂12)− 1
2 (Ŝ1 · p̂2)(Ŝ2 · p̂1)

− 15(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · n̂12)(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12) + (Ŝ1 · p̂1)(Ŝ2 · p̂2)

− 3(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · n̂12)(p̂1 · p̂2) + 3(Ŝ1 · p̂2)(Ŝ2 · n̂12)(p̂1 · n̂12)

+ 3(Ŝ2 · p̂1)(Ŝ1 · n̂12)(p̂2 · n̂12) + 3(Ŝ1 · p̂1)(Ŝ2 · n̂12)(p̂2 · n̂12)

+ 3(Ŝ2 · p̂2)(Ŝ1 · n̂12)(p̂1 · n̂12)− 3(Ŝ1 · Ŝ2)(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)]

+
3

2m2
1 r̂ 3

12
[−((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)((p̂1 × Ŝ2) · n̂12)

+ (Ŝ1 · Ŝ2)(p̂1 · n̂12)2 − (Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · p̂1)(p̂1 · n̂12)]

+
3

2m2
2 r̂ 3

12
[−((p̂2 × Ŝ2) · n̂12)((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)

+ (Ŝ1 · Ŝ2)(p̂2 · n̂12)2 − (Ŝ2 · n̂12)(Ŝ1 · p̂2)(p̂2 · n̂12)]

+
6(m1 + m2)

r̂ 4
12

[(Ŝ1 · Ŝ2)− 2(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · n̂12)]

11 von 13



NLO Spin1-Spin1
Siehe auch Porto, Rothstein (2008).

HNLO
S2

1
=

m2

m3
1 r̂3

12

[(
15
4

−
9
2

CQ

)
(p̂1 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ1 · p̂1) +

(
5
4
−

5
4

CQ

)
p̂2

1Ŝ2
1

+

(
−

9
8
+

3
2

CQ

)
(p̂1 · n̂12)

2Ŝ2
1 +

(
−

21
8

+
9
4

CQ

)
p̂2

1(Ŝ1 · n̂12)
2

+

(
−

5
4
+

3
2

CQ

)
(Ŝ1 · p̂1)

2
]
+

CQ

m1m2 r̂3
12

[
9
4

p̂2
2(Ŝ1 · n̂12)

2 −
3
4

p̂2
2Ŝ2

1

]
+

1
m2

1 r̂3
12

[(
−

3
2
+

9
2

CQ

)
(p̂2 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ1 · p̂1)

+

(
−3 +

3
2

CQ

)
(p̂1 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ1 · p̂2) +

(
−

3
2
+

9
4

CQ

)
(p̂1 · p̂2)Ŝ2

1

+

(
3
2
−

3
4

CQ

)
(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)Ŝ2

1 +

(
3 −

21
4

CQ

)
(p̂1 · p̂2)(Ŝ1 · n̂12)

2

−
15
4

CQ(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)
2 +

(
3
2
−

3
2

CQ

)
(Ŝ1 · p̂1)(Ŝ1 · p̂2)

]
+

m2

r̂4
12

[(
2 +

1
2

CQ

)
Ŝ2

1 −
(

3 +
3
2

CQ

)
(Ŝ1 · n̂12)

2
]

+
m2

2

m1 r̂4
12

[
(1 + 2CQ)Ŝ2

1 − (1 + 6CQ)(Ŝ1 · n̂12)
2
]
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Zusammenfassung

1 Der ADM Formalismus für rotierende Objekte ist sehr nützlich.
2 Linear im Spin wurde der ADM Formalismus über einen Wirkungszugang

auf rotierende Objekte erweitert.
3 Diese Herleitung ähnelt einem Zugang von Kibble für das Dirac-Feld.
4 Alternativ gelingt eine Konstruktion des Formalismus Ordnung für

Ordnung über Pi und Jij (linear im Spin).
5 Beide Zugänge können im Prinzip auf höhere Ordnungen im Spin

angewendet werden. Die NLO S1
2 Wechselwirkung wurde behandelt.

6 Neue Resultate sind HNLO
S1S2

und HNLO
S2

1
. HNLO

SB wurde reproduziert.

HADM ist nun bis 3PN bekannt für Binärsysteme bis zum maximalen Spin.
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